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Enunciados y Soluciones PErA 15y 16 de marzo de 2025

1. Enunciados

Problema 1. Sea S un conjunto finito de 3 o mas puntos del plano, de manera que no
hay tres puntos de S alineados. Demuestra que existe un poligono sin autointersecciones
cuyos vértices son exactamente los puntos de S.

Problema 2. Sea m un entero positivo. Decimos que un entero x es m-bueno si a™
divide a  para algtin entero a > 1. Diremos que un entero = es m-malo si no es m-bueno.

(a) (Es verdad que para todo n > 0 existen n enteros m-malos consecutivos?

(b) (Es verdad que para todo n > 0 existen n enteros m-buenos consecutivos?

Problema 3. Sea ABC un tridngulo equilatero con circuncentro O. Sean X e Y dos
puntos en los segmentos AB y AC, respectivamente, tales que ZXOY = 60°. Si T es la
reflexién de O respecto la recta XY, demuestra que las rectas BT y OY son paralelas.

Problema 4. Sea ABC un tridangulo acutangulo escaleno. Sean By y By puntos sobre las
semirrectas BC' y BA tales que BBy = BBy = AC. Similarmente, sean C y Cs puntos
sobre las semirrectas CB y C A tales que CCy = CCy = AB. Demuestra que si B1By y
C1C5 intersecan en K, entonces AK es paralela a BC.

Problema 5. Arandano tiene un tablero n x n, donde n > 1 es entero. Arandano ha
llenado el tablero usando n rectangulos de lados enteros sin solaparse, de manera que todo
el tablero queda cubierto. Luego, Banana ha anotado, para cada uno de los n rectdngulos,
la longitud de su diagonal. Cuél es, en funcién de n, el valor més grande que puede tomar
su suma?

Problema 6. En Macedonia del norte hay n estaciones de tren. Hay m pares distintos
de estaciones conectados por vias de tren, y sabes que se puede ir de cualquier estacién a
cualquier otra en tren.

Marc es el encargado de dirigir la circulacion de trenes hoy. Para cada par de estaciones
conectadas A y B, debe elegir entre mandar un tren de A a B o mandar un tren de B
a A. Asi pues, a lo largo del dia, entre cada par de estaciones conectadas por una via
viajara un tren en un sentido y ninguno en el otro.

Sea N el numero de formas que tiene Marc de asignar los trenes de forma que, al acabar
el dia, de cada estacién haya partido un ntmero par de trenes. Demuestra que N solo
depende de m y n, y calcula su valor.
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2. Problemal

Sea S un conjunto finito de 3 o més puntos del plano, de manera que no hay tres puntos
de S alineados. Demuestra que existe un poligono sin autointersecciones cuyos vértices
son exactamente los puntos de S.

Propuesto por Roger Lidon.

Presentamos seis soluciones distintas. Una usa un argumento de minimalidad (solucién
2), otra usa induccién (solucién 6), y el resto usan construcciones explicitas.

Solucion 1. Fijamos los ejes de coordenadas de forma que ninguna recta entre dos puntos
de S es paralela al eje = o al eje y. Ahora, elejimos A como el punto de menor coordenada
xz, y B como el punto de mayor coordenada x.

Llamamos ST al subconjunto de puntos de S que quedan a un lado de la recta AB,y S~
a los puntos de S que quedan al otro lado de la recta AB. Consideramos que A y B estdn
ala vez en ST ien S™. Ahora, creamos la poligonal P formada por los puntos de ST,
que va de A a By ordena los puntos de ST de menor a mayor coordenada X. (N6tese
que si no hay ningtin punto estrictamente por encima de AB, PT es el segmento AB).
Similarmente, creamos P~ ordenando los puntos de S~ de menor a mayor coordenada
X. Finalmente, definimos P como la unién de P con P~.

Es facil ver que ni P* ni P~ autointersecan, y como los puntos de ST tienen coordenada
Y estrictamente mayor a los de S~ excepto por A, B, el poligono final tampoco se
autointersecara. O

Solucion 2. Sea P la cadena poligonal cerrada de longitud total mas pequena cuyos
vértices son exactamente los puntos de S. Una cadena poligonal es un poligono al que
permitimos autointersecarse. Si hay varias cadenas candidatas, elegimos una cualquiera.
Demostraremos que P no autointerseca. Supon por contradiccion que A, B, C, D son
puntos distintos de S de forma que AB y C'D son aristas de P y se cortan.

Claim. AC + BD y AD + BC son estrictamente menores que AB + CD.

Proof. Sea E la interseccién de AB y CD. Por desigualdad triangular en los tridngulos
ACE y BDE, tenemos que

AC+BD < AE+CE+ BE+DE =AB+CD.
Similarmente, por desigualdad triangular sobre ADE y BCFE,

AD+ BC < AE+DE+BE+CE =AB+CD.
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No se puede dar la igualdad en ningin caso, ya que como S no tiene tres puntos colineales,
los tridangulos donde hemos aplicado desigualdad triangular no son degenerados. |

Nota que los puntos A, B, C, D solo pueden aparecer en esencialmente dos 6rdenes posibles
alrededor de P: Empezando en A, yendo hacia B y siguiendo P o bien encontramos los
puntos A, B,C, D en ese orden, o en el orden A, B, D,C. En el primer caso, podemos
eliminar AB y CD de P, y anadir AC y BD. Esto da una cadena poligonal cerrada
vélida, y de menor longitud total, contradiciendo que P era de longitud minima. El
segundo caso sigue similarmente, substituyendo AB y C'D por AD y BC. O

Solucion 8. Sea Ag € S un punto cualquiera. Ordenamos el resto de puntos de S como
Ay, As, ..., Ap—1 en funcién de su angulo alrededor de Agp. Nuestro claim es que el
poligono P = AgA1A,... A, funciona. Esto se ve claro con el siguiente diagrama.

Figura 1: El punto rojo es Ajp.

Sii > 1 entonces A;A;11 estd contenido en el angulo £ A;AgA;+1, por tanto no puede
cortarse con ningun otro A;A;; 1. Similarmente, AgA,_1 y AgA1 tampoco se cortan con
ningun otro lado de P. O

Solucion 4. Sea ©Q el poligono convexo mas pequeno que contiene todos los puntos de S
en su frontera o interior, que existe y és unico. De hecho, Q es un poligono cuyos vértices
son los puntos “exteriores” de .S, es decir, los puntos A € S para los que existe una recta
£ pasando por A dejando todo S en el mismo lado de la recta. Este poligono se conoce
como la envolvente convexa, o convex hull del conjunto S.

La idea de esta solucién se resume en el siguiente diagrama.


https://en.wikipedia.org/wiki/Convex_hull
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Elije dos vértices A y B de Q tales que son “diametralmente opuestos” en Q, es decir,
que todo otro punto de S, proyectado sobre el segmento AB, queda contenido dentro
del segmento AB. Podemos hacer esto fijando un eje de coordenadas tal que ninguna
recta entre dos puntos de S sea paralela al eje y, y luego tomar A y B como los puntos
de menor y mayor coordenada x. Otro modo es escoger A y B como la pareja de puntos
mas alejados entre si.

Ahora, tomaremos una linea poligonal P; que ird de A hasta B por el perimetro de O.
Esta es la linea poligonal naranja del dibujo. Ahora, considera el conjunto S’ de puntos
que no estan en P;. Vamos a trazar una linea poligonal P> que vaya de A a B pasando
por todos los puntos de S’. Esto es la linea poligonal roja del dibujo. Construiremos Ps
haciendo un barrido en escoba: ordenamos los puntos de S’ segiin sus proyecciones sobre
la recta AB, y los anadimos en Ps de izquierda a derecha en orden de la proyeccién. Ahora
podemos considerar el poligono que sale de unir P; y P2, que claramente funciona. [

Solucion 5 (sketch). La idea es usar envolventes convexas en cebolla, y partir de eso
para construir el poligono. Mientras queden puntos en S, consideraremos la envolvente
convexa de los puntos que queden, y eliminaremos esos vértices de S. Esto nos deja todos
los puntos de S repartidos entre unos cuantos poligonos convexos, cada uno dentro del
anterior.

Los siguientes dos dibujos son el concepto y el ejemplo de como, ahora, se puede conseguir
el poligono.

Figura 2: En la izquierda, cada circulo representa una envolvente convexa, y el contorno
rojo representa el poligono.

Formalizar esta solucién es un poco tedioso, asi que no lo vamos a hacer. Total, tenemos
otras cinco soluciones. O

Solucion 6. Vamos a proceder por induccién sobre el nimero de puntos en .S. Si hay tres
puntos, los unimos formando un tridngulo y hemos acabado. En caso contrario, escoge
un punto P de la envolvente convexa de S.

Si quitamos P de S, tenemos un conjunto de menos puntos, asi que por hipétesis de
induccién existe un poligono Q que los contiene como vértices. Ahora tenemos que
modificar Q en otro poligono anadiendo el punto P.
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Mirando desde P, vemos que todos los puntos de @) estan en el mismo semiplano, ya que
P es un punto exterior de S por ser de su envolvente convexa. Asi, podemos escoger el de
mas a la izquierda y llamarlo A;. Desde P, podemos ver Aj, y solo se empieza a ver uno
de los dos segmentos de Q que contiene A;, digamos A1 B, que puede estar parcialmente
obstruido o verse completamente. Si se ve todo, reemplazamos el segmento A;B; por
APy PBjy, construyendo asi el poligono que buscamos.

En caso contrario, el segmento A1 B estd obstruido por otros segmentos, y llamamos As
al primer vértice que encontramos mientras, estando en P, giramos la cabeza desde A;
a Bi. De nuevo, solo se ve uno de los segmentos que involucran As, pongamos AsBs, v
podemos hacer el mismo razonamiento y acabar, o encontrar otro segmento AsBs3.

Este algoritmo finalmente acaba, ya que todos los puntos A; definidos son distintos:
giramos la cabeza a la derecha cada vez y nunca damos una vuelta entera. La condicién
de tener P en la envolvente convexa es la que nos impide girar la cabeza indefinidamente
y volver a encontrar A; otra vez. O

P

Figura 3: La 4rea roja es visible por P, y en negro se marca Q.
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3. Problema 2

Sea m un entero positivo. Decimos que un entero x es m-bueno si a™ divide a x para
algin entero a > 1. Diremos que un entero x es m-malo si no es m-bueno.

(a) (Es verdad que para todo n > 0 existen n enteros m-malos consecutivos?
(b) (Es verdad que para todo n > 0 existen n enteros m-buenos consecutivos?

Propuesto por Paco Esteve.

Solucion. Empezamos por ver que el apartado (a) es siempre falso. Es decir, que para
cualquier entero positivo m existira una n tal que cualesquiera n enteros consecutivos
tendran un entero m-bueno. Para eso simplemente debemos escoger n > 2" y darnos
cuenta de que entre 2™ enteros consecutivos siempre hay uno divisible por 2™, lo que
acaba la demostracién.

Ahora, demostramos que el apartado (b) es siempre cierto. Es decir, que para cualesquiera
enteros positivos m y n podemos encontrar n enteros m-buenos consecutivos. Para esto
nos construiremos explicitamente un entero positivo z tal que x + 1, x4+ 2, ..., z+n
sén m-buenos. Procedemos formalmente de la siguiente manera:

Sean pi, p2, ..., pp M numeros primos distintos. Ahora, consideremos el sistema de
congruencias

~1 (méd py')
=2 (méd p3')

x = —i (mdd pi")

x =-—n (méd p).

Como todos los médulos son coprimos (al ser primos distintos), entonces por el teorema
chino de los restos tenemos que el sistema tiene una tnica solucién médulo p*p5* - - - pit.
Escogemos xg > 0 cumpliendo esa congruencia. Ahora, esto implica que pi* | zo + 1,
Py | zo+2, ..., ' | o+ n, y que por lo tanto xg + 1, 2o + 2, ..., g+ n son n enteros
m-buenos consecutivos. (]
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4. Problema 3

Sea ABC un tridngulo equildtero con circuncentro O. Sean X e Y dos puntos en los
segmentos AB y AC, respectivamente, tales que ZXOY = 60°. Si T es la reflexion de O
respecto la recta XY, demuestra que las rectas BT y OY son paralelas.

Propuesto por Xavi Diaz.

Solucién 1. El claim principal es que ATXY y ATBC son semejantes. Observa que
como ZXTY =60° = LZXAY, tenemos que X ATY es ciclico.

Claim. ATXB y ATYC son similares.
Proof. Como X ATY es ciclico,
/TXB=180°— ZAXT =180° — LAYT = /TYC

y ATXB y ATYC tienen dos angulos iguales. Por tanto, basta con provar que

TX » TY TX OX 2 XB

XB YC Ty oY YC
Observa que como ZXOY = 60°y ZBOC = 120°, tenemos que ZBOX + ZCOY = 180°.
Ahora, por el teorema del seno aplicado dos veces en AOX B, y luego dos veces mas en
AQOY C, tenemos que

OX sinZOBX sin(30°) _ sinZ0CY  OY
XB  sin/ZBOX  sin/(180° — ZCOY) sinZCOY YO
Por tanto, la igualdad buscada queda demostrada, y el claim sigue. |

Gracias a la semejanza, tenemos que ZX BT = ZY CT y por tanto ATCB es ciclico. En
particular, ATXY y ATBC son similares. Ahora se puede acabar moviendo dngulos de
forma similar a la solucién 1. Por ejemplo, podemos mover

Z0TY =90° — ZXYT =90° — LBCT = /BTO,

implicando que BT es paralela a OY. O

.
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Solucion 2. El objetivo de las siguientes conjeturas es demostrar que 1" es el centro de la
rotomotecia que envia XY a BC. Sean D y FE las respectivas intersecciones de XO e
YO con BC.

Claim 1. Los tridngulos AOXY y AOED son congruentes.
Proof. Primero demostraremos que ODCY es un cuadrilatero ciclico. Esto sigue de

ZYCD =60° =180° — ZYOD.

Similarmente, OEBX también es ciclico. Ademas, como CO es la C-bisectriz interior
del tridngulo ACY D, O es el punto medio del arco menor Y D del circulo (ODCY) y
se tiene la igualdad de distancias OY = OD. Similarmente OX = OFE. Asi pues, los
tridngulos AOXY y AOFED comparten el angulo interior de O, y la distancia de sus
lados, asi que son congruentes. |

Claim 2. Los puntos A, B, C'y T son conciclicos y su circuncentro es O.

Proof. Sabemos que O es el circuncentro del tridngulo AABC, asi que demostraremos la
igualdad entre distancias OA = OT. Definimos d(X,[) como la distancia de un punto X
cualquiera a una recta [. Utilizando Claim 1 sabemos que

OT=2-d(0,XY)=2-d(O,DE)=2-d(0,BC) = OA.
Demostrando asi la conjetura. |

Ahora, queremos encontrar el centro de la rotomotecia que lleva XY a BC. Sabemos que
las rectas BX y CY intersecan en A, entonces este centro de rotomotecia se encuentra
en la interseccién (distinta de A si no son tangentes) de los circuncirculos de ABC'y
AXY . Sabemos que T estd en (ABC) por Claim 2, y el hecho que

LXTY = ZX0Y =60° = LXAY

implica que T también estd en AXY . Entonces T es el centro de rotomotecia que lleva
XY a BC'. Para acabar la demostraciéon del problema, veamos que

LCBT = /Y XT = Z0XY = Z/DEO = ZLCEY
Asi que las rectas BT y EY = OY son paralelas. O
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5. Problema 4

Sea ABC un tridngulo acutdngulo escaleno. Sean B; y Bo puntos sobre las semirrectas
BC y BA tales que BB; = BBy = AC'. Similarmente, sean C; y Cy puntos sobre las
semirrectas CB y CA tales que CCy = CCy = AB. Demuestra que si B1Bs y C1Cs
intersecan en K, entonces AK es paralela a BC.

Propuesto por Roger Lidon.

Solucion 1. Observa que ABys = AB — BBy = AB — AC = CCy — AC = ACs, y por
tanto AC9B5 es isdsceles en A.

Claim. A es el circuncentro de K ByCs.

Proof. Como CC1Cy y BB1Bs son isésceles en C'y B, respectivamente, tenemos que
1 1 1
/ByKCy = /KC1B1 + ZKB1C7 = 90° — §ZBCA +90° — §LCBA =90° + iéBAC

En particular, /B3 K Cs es obtuso. Por tanto, sigue que

1
2+ (180° — £ByKCy) = 360° — 2(90° + S /BAC) = 180° — ZBAC = ZC,AB.

Como A cae dentro del dngulo ZByKCs, ABy = ACy, v ZBsK (s es obtuso, esta tiltima
igualdad implica el claim, ya que el tinico punto satisfaciendo estas condiciones es el
circuncentro de By K (5. |

Ahora podemos acabar. Simplemente nota que, como A es el circuncentro de Bo K Co,
entonces AK Bs es isdsceles en A, y por tanto

LAKBy = ZABsK = /BByB) = /BB By,

implicando el resultado ya que K, By, By estan alineados. ]

10
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Solucion 2. Como en la primera solucién, nota que ABy = AC5. Sea D el punto tal que
ACBD es un trapecio isésceles, es decir, la reflexion de A respecto de la mediatriz de BC.
Observa que B es el circuncentro de AB1BsD, v que C es el circumcentro de AC1CoD.

Claim. K es el incentro de ADByCs.

Proof. Esto sera sencillo de demostrar, ya que conocemos todos los dngulos involucrados
en funcién de los dngulos «, 3, del tridngulo ABC. Denota por £4,£p, fc las bisectrices
del tridngulo ABC'. Nota que BoCy || £4, que B1By L {5, y que C1Cy L £¢. Por tanto,

B
2

gl

5"

ZKBoyCy =90° — £(0a,05) = 90° —

a
2
Usando que B es circumcentro de By Bs D, sigue que
o 1 Y
/DByK =180° — /DBy By = §4DBBl =5
Por tanto, tenemos que ZDBoK = 3 = ZKBCy. Similarmente se demuestra que

LDCyK = LK (C5Bs, demostrando el claim. [ |

Ahora acabamos. Como K es el incentro de ADBsCy, y AD || BC, basta con ver que la
bisectriz de £ByDCy es paralela a BC'. Pero, de nuevo, conocemos todos los angulos:

1
LDKCy = 90° + 5 ZDByCy = 90° + %

/BC,Cy = 180° — LCyCLC = 90° + %

Por tanto, queda demostrado que DK ess paralela a BC'. O

11
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6. Problema 5

Ardndano tiene un tablero n x n, donde n > 1 es entero. Ardndano ha llenado el tablero
usando n rectangulos de lados enteros sin solaparse, de manera que todo el tablero queda
cubierto. Luego, Banana ha anotado, para cada uno de los n rectangulos, la longitud de
su diagonal. Cudl es, en funcién de n, el valor més grande que puede tomar su suma?
Propuesto por Roger Lidon.

Solucidn 1. La respuesta es nv 1+ n?, que se puede obtener usando n rectdngulos 1 x n.
Vemos ahora la cota. Si el rectangulo i es a; x b;, con diagonal d;, entonces

1
di:\/a?+b?§ n+ﬁx/aibi.

Esta ultima cota se demuestra elevando al quadrado y reordenando:
24 32 L 2, 22 1
ai—i-bi < n—l—ﬁ a;b; <= a; +b; < n—l—ﬁ a;b;
a; 2 11< 4 1 a; a; a; 1 <0
= | - n+—|— <<= |(——n||——-— .
b; - n) b; b; b; n/

Esta ultima desigualdad sigue de que como 1 < a;,b; < n, entonces % < (l% < n. Ahora
consideramos la suma de todas las diagonales. Usando primero esta cota, y luego la
desigualdad entre la media aritmética y la cuadrética (AM-QM), tenemos que

n

Zaibi:\/n—ki-n\/ﬁ:n\/l—l—n?

Nota que hemos hecho AM-QM con variables x; = v/a;b;. O

Solucion 2. Damos otra demostracién de la cota. Supén que el i-ésimo tridngulo es a; X b;,
con diagonal d; = 4/ a? + b? y 1 < a;,b; < n. Ahora acotamos

Y = a; b; Cauchy n n a; b,
;Wzgﬂ\/; S > ()

" ai b 7<gsn n 1
=vn2- Z(Z—i-l) < <n—|—n>—n\/n2+1.
=1

bi  a;
i=1 N ¢

Hemos usado primero cauchy, y luego que si

IA

e
IA
S
D
B
+
o
=}
o
@D
0

Esta ultima cota sigue de que f(z) =z + % es creciente para x > 1. También se puede
demostrar reordenando

%+E§l+n<:> 4 _1 n@—l >0,
bi [¢73 n bi n a;

12
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7. Problema 6

Problema 6. En Macedonia del norte hay n estaciones de tren. Hay m pares distintos
de estaciones conectados por vias de tren, y sabes que se puede ir de cualquier estaciéon a
cualquier otra en tren.
Marc es el encargado de dirigir la circulacién de trenes hoy. Para cada par de estaciones
conectadas A y B, debe elegir entre mandar un tren de A a B o mandar un tren de B
a A. Asi pues, a lo largo del dia, entre cada par de estaciones conectadas por una via
viajard un tren en un sentido y ninguno en el otro.
Sea N el ntimero de formas que tiene Marc de asignar los trenes de forma que, al acabar
el dia, de cada estacién haya partido un ntimero par de trenes. Demuestra que N solo
depende de m y n, y calcula su valor.

Propuesto por Dario Martinez.

Solucion 1. Sea G = (V, E) el grafo de n vértices y m aristas representando las estaciones
y las vias entre ellas. Sabemos, por el enunciado, que G es conexo. En este contexto, IV
es el nimero de orientaciones del grafo tales que todos los vértices tienen outdegree par.
Demostraremos que N = 2™~ "+ si m es par, y N = 0 si m es impar.

Si m es impar, entonces un argumento de paridad bastara para ver que tal orientacién
no es posible. Por supuesto, nota que

m = Z outdeg v,
veV

por tanto si todos los outdegrees son pares entonces m es par.

Supédn ahora que m es par. Como G es connexo, debe tener un spanning tree T, es decir,
un subgrafo T' que es un arbol de n vértices. Supén que ya hemos orientado, de cualquiera
de las 2™~ "*! formas que hay, las aristas de G' que no son de 7'. La idea clave es que hay
exactamente una manera de orientar T' de forma que se cumpla la condicién.

Figura 4: A la izquierda, G con T marcado rojo y el resto marcado azul. A la derecha,
una orientacion de todo G menos T, y la orientacién correspondiente de 7T'.

Esta observacion seguira del claim siguiente.

Claim. Sea T un arbol de n vértices. Para cada vértice v de T', tenemos un entero x,,
de forma que la suma de todos los x, es congruente a n + 1 médulo 2. Entonces, existe
exactamente una orientacién de T tal que todo vértice tiene outdegree de la misma
paridad que z,.

13
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Proof. Usamos induccién en n eliminando una hoja de T'. Sea u una hoja de T, y w su
padre. Sea T" el drbol resultante de borrar u de T'. Orientamos uw de forma que u tenga
grado de la misma paridad que z,. Si x,, es par, hemos orientado w — u, luego ahora
nos hard falta que el outdegree de w en 7" sea de la misma paridad que z, = x,, — 1.
Ahora se puede aplicar la hipétesis de induccién en T”, ya que la condicién de la suma de
los x,, se sigue cumpliendo. El caso en que z, es impar se hace analogo. |

Si hemos orientado las aristas de G que no son de T de cualquier manera, y entonces
cada vértice v tiene outdegree x,, podemos aplicar el claim con estos mismos . O

Solucion 2. Describimos el problema con un grafo G = (V, E) similarmente a la solucién
1. Damos una demostracién alternativa de que, si m es par, entonces N = 2m— "+l

La idea es demostrar un resultado mas fuerte por induccién. Demostraremos que, si
asignamos un entero z, a cada vértice v, de forma que ) i =, es par, entonces hay
2m=n+1 formas de orientar G de forma que outdeg v = x,, (mdd 2) para todo vértice v.
Usamos doble induccién, primero en n y luego en m.

Caso base en n. Si n = 1, entonces x, es par para el tnico vértice v, y por tanto hay
exactamente una forma de orientar el grafo cumpliendo la condicién (no hay nada que
orientar).

Paso inductivo en n. Supdn cierto el problema para todo grafo conexo de n — 1 vértices.
Como el grafo es conexo, m > n — 1. El caso m = n — 1 serd el caso base de nuestra
induccién en m. Si m = n — 1 entonces G es un arbol. En tal caso, sea u una hoja de G,
y sea w su padre. La orientacién de uw estd forzada por x,. Tras orientar uw de la tnica
forma posible, aplicamos hipétesis de induccién en el grafo G’ resultante de eliminar u
de G, y el caso base sigue.

Supén ahora m > n — 1. En tal caso, existe un ciclo C en G. Sea e una arista cualquiera
de C. Nota que si eliminamos e de G, nos queda un grafo G’ connexo de n vértices y
m — 1 aristas. Hay dos maneras de orientar e, y para cada una de esas maneras, hay por
hipétesis de induccién 2™~ " formas de orientar G’. Por tanto, hay 2 - 2m~" = 2m—n+l
formas de orientar GG. La induccién estd completa. ]
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